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11 est bien connu que la resolution flasque canonique d’un faisceau [7] peut etre 
munie d’une structure cosimpliciale. Le but de cet article est de montrer qu’il 
existe des resolutions naturelles d’un prefaisceau ou d’un faisceau A d’une na- 
ture symttrique (plus prtcisement ‘cosymetrique’, cf. note 1). Ainsi, en liaison 
avec la structure cosimpliciale, le groupe symetrique Gin + 1 oplre au cran n de 
la resolution. Ce resultat nest pas sans rappeler les methodes de l’homologie 
cyclique et la theorie des optrades. Par exemple, la restriction de cette action de 
We + 1 au sous-groupe cyclique C, + 1 permet de definir un objet cyclique dans la 
categoric des resolutions de A, avec la terminologie d’Alain Connes [5]. 
Une motivation de cet article est la simplification qu’apporte ce nouveau 
point de vue pour Etude des structures multiplicatives et des operations co- 
homologiques, comme il est montre dans [9], en particulier pour un ‘controle’ 
precis de la non-commutativitt du produit des cochaines normalisees. De ma- 
niere plus formelle, de telles structures cosymetriques permettent d’associer a 
des espaces anneles des alggbres gradukes mixtes (AGM en abrege): ce sont des 
algebres differentielles graduees (ADG), la differentielie d etant de degre +I, 
’ Dans l’ancienne terminologie utilisee dam [7] p. 270, un objet ‘semi-simplicial’ est un foncteur 
contravariant de la categoric des ensembles finis ordorm& non vides (notee classiquement A) dans 
une categoric C, un objet ‘simplicial’ est un foncteur contravariant de la categoric des ensembles 
finis non vides (notee Fin) dans C. Dans la nouvelle terminologie utilisee dans cet article (et adoptee 
depuis longtemps), un objet ‘semisimplicial’ dans le sens de [7] est simplement design& par I’adjectif 
simplicial; un objet simplicial dans le sens de [7] est design? par I’adjectif ‘symetrique’ (terminologie 
introduite dans [9]). Le prefixe ‘co’ s’applique aux objets duaux qui sont ceux consider&, essen- 
tiellement dans cet article (foncteurs covariunfs de Fin OLI A dans C). 
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avec une seconde differentielle b de degre - 1. A ces deux differentielles est as- 
socit l’operateur g de degre 0, formellement voisin du laplacien en geomttrie 
riemannienne (cf. [6], [lo]), defini par la formule 
db + bd = 1 - 0. 
Les operateurs b et 0 sont relies a la structure multiplicative de I'ADG par 
l’identite que voici: 
P-v w2 . WI = (-l)“crp(wl . w2) - (-l)++‘)b(aP(w, . dw2)). 
Une structure ~'AGM est moins complexe qu’une structure cosimpliciale. Elle 
est une simple generalisation de la structure ~'ADG commutative (qui corres- 
pond au choix b = 0). Comme il est montre dans [9], elle est sans doute suffi- 
Sante pour definir les operations de Steenrod et les operations de Thomas- 
Pontrjagin [ll]. Ceci explique en partie la motivation de cet article. 
Beaucoup de considerations de cette thlorie (sauf dans le 0 3) se generalisent 
aux sites (ou ‘topologies de Grothendieck’), notamment pour les cochaines 
definissant la cohomologie des groupes discrets. 11 suffit de suivre la mtthode 
developpee dans [2] et [13]. 
Enfin, cette problematique a suscite un travail recent d’Alberto Arabia [l] qui 
introduit aussi de tels faisceaux ‘cosymetriques’. Cependant, le point de vue que 
nous adoptons est assez different. Nous ne nous servons pas de la structure 
d’algebre des faisceaux A consider& ici (bien qu’elle soit importante dans les 
applications). Les resolutions d&rites dans cet article sont done dune nature 
differente des ‘resolutions d’Amitsur’ considtrtes dans [l]. 
Le contenu de cet article est le suivant. Dans le premier paragraphe, nous 
decrivons la resolution canonique d’un prefaisceau dans l’esprit de l’algebre 
homologique des triples [3], [16]. En particulier, la cohomologie de Tech est 
obtenue en derivant le foncteur Ei”, comme il se doit. La nouveaute par rapport 
aux resolutions injectives standard [S], [16] est de nouveau l’action de groupes 
symetriques (et done aussi cycliques) sur chaque terme de la resolution. 
L’homologie des coprkfaisceaux, detaillee dans le 9 2, est definie de man&e 
duale, grace a des resolutions relativement projectives, dans un esprit sensi- 
blement different de celui de [4]. Un exemple classique en est ‘l’hyperhomologie 
de Tech’. Pour les coprtfaisceaux constants de base X metrique compact, nous 
montrons que celle-ci coincide avec l’homologie de Steenrod-Borel-Moore 
([4], [14] a paraitre), grace a la caracterisation axiomatique explicit&e par Milnor. 
Le paragraphe 3 est consacre a la theorie analogue pour lesfaisceaux. Ce- 
pendant, les rtsultats que nous obtenons sont moins satisfaisants: ils exigent 
des hypotheses de quasi-paracompacite’ sur la base. 11 serait inttressant de 
mesurer l’obstruction a construire des resolutions symttriques dans le cas 
general. 
‘Un espace topologique X (non nkessairement s&park) est dit quasi-paracompact si tout recou- 
vrement ouvert admet un raffinement localement fini. 11 est dit totalement quasi-paracompact si tout 
ouvert est quasi-paracompact. 
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0. NOTATIONS ET RAPPELS 
On note F(X) la catkgorie des faisceaux (en groupes abitliens) sur X, W(X) 
celle des prtfaisceaux, &v(X) la catkgorie dont les objets sont les applications 
A : U H d(U), oti U parcourt l’ensemble des ouverts de X, d(U) Ctant un 
groupe abklien3. Par abus d’kriture, on omet souvent d’tcrire les foncteurs 
d’oubli lPF(X) + Ouv(X) et IF(X) -+ W(X), ainsi que l’espace X sous-jacent 
(IPF au lieu de WF(X), etc.). 
Soit A un prkfaisceau sur un espace topologique arbitraire X et soit U = 
(U,), Q E I, un recouvrement ouvert de U indexk par I. Une U-famille compa- 
tible d’klkments de A 1 u est dtfinie par des tlitments soi E d( U,), tels que les 
restrictions de s, et sp A d( U, n Up) soient &gales. On note &(U) ‘l’ensemble’ 
des U-familles compatibles d’kkments de A 1 U. Si V est un recouvrement ouvert 
pJus fin, on a une application de &(v) vers &(U). La limite inductive des 
du( U) par ces applications est not&e d(U). Le prtfaisceau 2 ainsi dtfini est le 
semi-compltS4 de A. Le morphisme canonique de A vers d est un isomor- 
phisme si et seulement si A est un faisceau (cf. [15], p. 325). Notons que I3 = d 
n’est pas un faisceau en g&n&al, sauf si tout ouvert de X est paracompact (cf. 
[4], [7]). Par contre, il rkulte aussit6t de [13], p. 62 ou de [2] par exemple, que fi 
est un faisceau, quel que soit l’espace X. Ce faisceau 8, not& A, obtenu par une 
double application du processus de semi-complktion, est lefaisceau associk li 
A. Le foncteur A H k est adjoint A gauche du foncteur oubli de ET dans [F. Le 
prlfaisceau noyau du morphisme canonique A -+ 2 est not& A! 
Si U est un recouvrement ouvert de X, fiq(U; A) ou tiz(X; A) dksigne in- 
diffkemment le qikme groupe de cohomologie de Tech de X correspondant I U 
et au prttfaisceau A. On note Ijq(X; d) le qieme groupe de cohomologie de eech 
associtt A X, c’est-g-dire la limite inductive des groupes G2(X; A), U parcourant 
‘l’ensemble’ des recouvrement ouverts de X. Si X est quasi-paracompact, on 
peut se restreindre A des recouvrements ouverts localement finis. 
1. COHOMOLOGIE DES PREFAISCEAUX 
1.1. Soit A un objet de la catkgorie Ouv(X) introduite plus haut. On lui associe 
canoniquement des prtfaisceaux A, dkfinis par la formule suivante: 
-A,(U) = n A( W,, n . . n IV) 
(Wo.....w,) 
les W’i ttant des sous-ensembles ouverts quelconques de U. Pour V ouvert dans 
U, les morphismes structurels .A,( U) + d,(V) sont dtfinis par projection sur 
les composantes A( WO n . . n Wn) telles que tow les Wi appartiennent d V. En 
particulier, si n = 0, on pose do = L(d). La correspondance [TZ] H A, dkfinit 
’ Nous supposerons toujours que d(0) = 0. Un morphisme de A dans I3 dans cette cattgorie est 
donnt pour chaque U par un homomorphisme de d(U) dans B(U). 
4 Dans [15], d est d&sign& comme le ‘complitk’de A. Cette terminologie pouvant prtter B confusion 
(le cornpi& n’est pas complet...), nous avons prtftrk utiliser le terme de ‘semi-complttion’. 
195 
un objet cosimplicial dans la categoric PlF. Si A est un prefaisceau, le mor- 
phisme d’augmentation  : A -+ L(d) = do associe a un element de d(U) la 
famille de toutes ses restrictions aux differents A( IV& IV0 ouvert dans U. 
1.2. Plus genlralement, pour tout ensemble fini non vide I, on peut definir un 
prtfaisceau AI par la formule 
ou Q parcourt l’ensemble des applications de Z dans O(U), ensemble des 
ouverts de U, W[,l designant l’intersection de tous les IV+), i E I. En particu- 
lier, dn( U) = dI( U) pour Z = (0, 1, . . . , n}. La correspondance Z H AI dlfinit 
un foncteur de la cattgorie Fin des ensembles finis non vides dans celle des 
prefaisceaux (objet ‘cosymetrique’ avec la terminologie de la Note 1). En effet, 
soit ,0 : J 4 O(U) une application. Sif : Z + .Z, on a Cvidemment WI,] c W[,l, 
oh o = f. p, avec les notations ci-dessus. On en deduit un homomorphisme 
d( W[a~) -+ A( W[,l), d’ou le morphisme cherche de A, dans dJ. 
1.3. ThCor&me. Soit A un pr&faisceau. La structure cosimpliciale des prkfais- 
ceaux [n] H A, dkjinit une &solution de dpar une suite exacte scindge (dans la 
catkgorie Ouv), soit: 
O+d(U)+ fl d(W)+ n d(Won IV) + ... 
w, c u wo, WI c CJ 
Demonstration. Ce complexe calcule la cohomologie de Tech d’un recou- 
vrement de U qui contient l’espace total U. 11 est bien connu qu’une telle co- 
homologie est triviale par un operateur d’homotopie facile a expliciter (poser 
IV0 = U): celui-ci definit le scindage de la suite exacte pour tout ouvert U. [7 
1.4. Thkorbme. Le foncteur L : Ouv + PF est adjoint & droite du foncteur oubli 
F : PIF --+ Ouv. En d’autres termes, pour I3 objet de Ouv et A objet de P[F, on a un 
isomorphisme nature1 
Homm(d, L(a)) = Homouv(F(d), a). 
Demonstration. Un morphisme de prefaisceaux de A dans L(B), soit 
d(U) + l-I WY 
TcU 
est determine (par restriction) sur le facteur d(T), done en tant que morphisme 
dans la categoric 0uv de F(d) dans Z3. 
Le theoreme precedent montre que la categoric P[F, ainsi que les foncteurs 
L et F definissent un triple dans le sens de l’algebre homologique classique 
(cf. [16], 8.6.2 par exemple). Les resultats suivants An&rent dans cette 
theorie. q 
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1.5. DCfinition. Un prefaisceau A est dit relativement injectif 5 si le morphisme 
d’augmentation q : A -+ L(d) admet un inverse a gauche E : L(d) --+ A. 
1.6. ThCorkme. Lespkfaisceaux A, construits ci-dessus sont relativement injec- 
t@. 
Dbmonstration. On a la formule suivante 
L(dn)(U) = n d(&n...n wn). 
(Wo,..., K)C T 
TcCJ 
Le morphisme E : L(d) 4 A est alors defini par projection sur le facteur cor- 
respondant a T = U. q 
1.7. DCfinition-ThCorkme. Soit q5 : PF + (Ab) un foncteur additif exact d- 
gauche de la catkgorie despkfaisceaux duns celle des groupes abtliens. Pour tout 
prgfaisceau d, R'(4)(d) est dkjini comme le groupe de cohomologie du complexe 
suivant: 
0 - 4(do) - 4(d) - 4(-A2) - 4(-43) - . . 
C’est la cohomologie Au triple (P[F, L, F). 
Dbmonstration. Elle est classique (cf. [16] par exemple), compte tenu que les 
prefaisceaux A, sont relativement injectifs. q 
1.8. Remarque. Supposons que le foncteur 4 se factorise par la categoric des 
prefaisceaux en ensembles, c’est-a-dire qu’il existe un diagramme commutatif 
de categories et de foncteurs a isomorphisme pres (P[Fn designant la categoric 
des prefaisceaux en ensembles) 
T I 
A une suite exacte de prefaisceaux comme ci-dessus (non necessairement scin- 
dee dans Ouv) 
(S) O+d+t?-+C--+O 
est alors associee une suite exacte de complexes 
0 - 4(d,) - +(B,) - 4(C) - 0. 
En effet, la surjectivite du morphisme @(a*) + 4(C*) resulte du fait qu’il admet 
un inverse a droite dans la categoric des ensembles sous-jacents. Par conse- 
quent, la suite exacte de cohomologie associee a (S) est vraie sans restriction et 
les foncteurs R’(4) sont les foncteurs derives a droite usuels (c’est-a-dire ‘ab- 
solus’) de R”: ils satisfont aux memes axiomes. 
5 L-injectif avec la terminologie de [16]. 
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1.9. Soit 24 un recouvrement ouvert de X et soit 4 le foncteur dtfini par $(A) = 
fi’(U; A). Notons alors provisoirement H$(ZA; d) le qi”“= groupe de cohomo- 
logie du complexe 
4Wo) - W) - $442) - . . 
La limite inductive des H,4.(U; d) par raffinement des recouvrements U sera 
notee de meme H,4,(X; A). 
1.10. Proposition. Soit 23 un prefaisceau relativement injectif Alors, pour tout 
recouvrement ouvert U, les groupes de cohomologie de tech -Fiq(U; t3) sont nuls 
pour q strictementpositif 
DCmonstration. Supposons d’abord que B soit de la forme L(d) et posons 2.4 = 
(Ui). Pour chaque ouvert W de X, choisissons un indice i(W) tel que W c Ui(w) 
(si un tel i(W) n’existe pas, on pose par convention i(W) = a). Un Clement de 
cq(U; 23) s’identifie a une fonction f ( W; io, il, . . . , iq) E d(W), oti les i, sont 
des indices du recouvrement et ou W est un ouvert de l’intersection des Uia 
correspondants (done i(W) # cw). Definissons alors un ‘operateur d’homoto- 
pie’ 
K: Cq(U;B) + C -“-1(&B) 
par la formule 
(Kf)(W;il,i2,.. .,iq)=f(W;i(W),il ,..., iq) 
(avec q > 0). Un calcul immediat montre que l’operateur dK + Kd coi’ncide 
avec l’identite. Puisque tout prtfaisceau relativement injectif est facteur direct 
d’un prefaisceau du type L(d), la proposition en resulte. q 
1.11. Corollaire. Le bicomplexe suivant: 
4(d) - 4(.Ao) - $(-al) - $44) - ... 
1 I I 1 
c’(u;d) + c’(i2;do) --f c”(U; At) - c0@4;d2) - 
I 1 1 1 
c’(U;d) - c:‘(U;do) - ~‘(U;dl) - ~:‘(U;d2) - 
I 1 1 I 
c2(U; A) - ~2(U;d,,) - c2(U;dr) -----f ~2(U;d2) - 
1 I I I 
oti toutes les colonnes sont acycliques a I’exception tventuelle de lapremidre,per- 
met de dejinir un morphisme de H,4.(24; A) d ans Ejq(U; d) qui est en fait un iso- 
morphisme. Enparticulier, H:r(X; A) x Aq(X; A). 
DCmonstration. Voici une deuxieme demonstration du corollaire, plus directe. 
D’apres la remarque 1.8, la cohomologie de Tech A’?* et la cohomologie pre- 
198 
faisceautique H& satisfont aux m&mes axiomes; elles sont done isomorphes. Le 
double complexe du corollaire apporte cependant une information supplC- 
mentaire: cet isomorphisme peut gtre rendu compatible avec les structure co- 
symktriques existant sur les deux types de r&solutions qui dkfinissent ti * et H& 
respectivement (considkrer la diagonale du diagramme pritcCdent). q 
1.12. ThCor&me. Soit X un espace tel que tout ouvert de X soit paracompact (par 
exemple un espace mktrisable) et soit A un prgfaisceau quelconque. Alors les 
faisceaux A,, associts aux A,, sont fiasques. En particulier, les groupes de coho- 
mologie l?q(X; A), H:*(X; A) et Hq(X; A) sont canoniquement isomorphes. 




+ Ao(X) --) Al(X) - A2(X) - ‘.. 
1 1 I 1 
c”(X; 2) ---+ c‘O(X; Ao) 
- 
+ c”(X; A,) + c’(X; A2) - 
1 
I- - Cl(::;i;) + cy;:,, --+ ?(X;A) + C’(X;Ao) 
1 
I- - r2(;:x) - C2(& c2(X; A) + c2(X; Ao) 
I 1 1 i2- 
Puisque le prkfaisceau semi-complttk d, s’identifie au faisceau associtt A,, - 
d’aprks [4] p. 16, pour dkmontrer la flacitude de A,,, il suffit de remarquer que 
l’homomorphisme A,(X) + d,(U) est surjectif pour tout ouvert U; ceci est 
une constquence de la surjectivitk des homomorphismes An(U) + a,(U) et 
A,(X) + An(U). La cohomologie de tech des A,, est nulle, car ce sont des 
faisceaux flasques. Pour les mcmes raisons, si on &carte la premikre ligne et la 
premike colonne, la cohomologie du bicomplexe ne change pas lorsqu’on - 
remplace A,, par A,,: les lignes forment alors une rksolution des C’(U; A) 
(remplacer aussi A par A). La dernikre assertion s’en dtduit en considkrant la 
limite inductive par rapport aux divers recouvrements U. q 
1.18. Remarque. Ce thCorZme n’est pas vraiment nouveau (cf. [7] p. 228 par 
exemple). 11 faut noter cependant que notre dbmonstration montre que l’iso- 
morphisme entre les divers types de cohomologie est induit par des mor- 
phismes de complexes compatibles avec les structures ‘cosymktriques’ dans le 
sens de [9] (considtrer de nouveau la diagonale du diagramme dkrit plus haut). 
2. HOMOLOGIE DES COPREFAISCEAUX 
2.1. Dans la prksentation de la cohomologie adopt&e ici, la cattgorie des 
groupes abtliens (Ab) peut gtre remplacte par une cattgorie abklienne quel- 
conque, ce qui ne prtsente aucune difficult& particulikre. On peut aussi consi- 
dtrer le point de vue dual des ‘copkfaisceaux’. On note @PF la catkgorie de tels 
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coprefaisceaux (sur un espace X). Ainsi, la resolution canonique d’un co- 
prtfaisceau A est definie en posant6 
An(U)= @ d(Wc,n...n Wn). 
wo, ..(> WI 
La suite exacte suivante de coprtfaisceaux: 
. . . +d~~d~+do+d-+O 
s’en deduit, les morphismes ttant Cvidents. Un coprefaisceau P est dit relutive- 
ment projectif si pour toute suite relativement exacte de coprefaisceaux (dtfini- 
tion analogue a celle poke en 1.5) 
O-+d-+B-+C-0 
et tout morphisme u : P + C, il existe ii : P + B qui releve u. Puisque le fonc- 
teur A H L(d) = do de Ouv dans CPF est adjoint a gauche du foncteur oubli, 
on voit aisement (cf. 1.4 -9) que A est relativement projectif si et seulement si le 
morphisme canonique L(d) + A admet un inverse a droite n : A + L(d). 
Ainsi, la resolution d&rite plus haut de A par les A, est relativement scindee et 
relativement projective. Nous retrouvons ainsi un cas particulier de la theorie 
classique des cotriples (cf. [3], [16] par exemple). 
2.2. Dans la categoric des coprefaisceaux, on peut definir des foncteurs exacts 
& droite i valeurs dans la categoric des groupes abeliens (ou, plus generalement, 
dans une categoric abelienne). Un exemple important (et classique) est le sui- 
vant. Si A est un coprefaisceau, I’homologie de tech en dimension 0 de A, re- 
lativement au recouvrement U, soit Ejo(U; A), est definie comme le conoyau de 
l’homomorphisme 
$ d(ui n q) 4 lTI d(ui). 
i,jEI 
C’est un foncteur exact a droite vis-a-vis des suites exactes dans WT. Comme il 
est bien connu, la limite projective des &(U; d) par raffinement des recou- 
vrements ouverts U n’est plus un foncteur exact h droite. Pour remedier a cet in- 
convenient dans un exemple interessant en topologie, restreignons nous au cas 
ou X est un espace metrique compact et designons par U, le recouvrement de X 
forme des boules ouvertes de rayon l/r. D’apres la thtorie du nombre de 
Lebesgue, tout recouvrement ouvert U de X admet un des U, comme raffine- 
ment. On dtsigne alors par D, (* = 0 ou - 1) le complexe suivant a deux 
termes: 
I-I fio(U,; A) L II fio(W; d) 
I r 
ou 13(x,) = (y,) avec yI = xr - i(xr+l), i: f?&,+~;d) + &(U,;d) ttant in- 
duit par l’inclusion des boules de rayon l/r + 1 dans celles de rayon l/r. Par 
6 Pour un coprtfaisceau A, on convient aussi que d(0) = 0. 
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definition, l’homologie de ce complexe D, est la limite projective (en degre 0, 
qu’on notera ,ll,), ainsi que le terme 2’ classique en topologie (place en de- 
gre -1 et note plutot ici li&, du systeme projectif Y F+ H&?A,; A) (cf. [14]). 
2.3. D’une man&e g&&ale, si (C*)(,, designe un systeme projectif de com- 
plexes (homologiques), W*(C) dtsigne l’homologie du bicomplexe suivant 
(premiere ligne en degre 0, seconde en degre - 1): 
- n G)(r) 
r 1 
- ly (Cl)(r) - n G)(,, - 0 
1 r 1 
- IJ Gl(,, - rI (Cl)(r) - n (Co),,, - O 
I I 
qu’on designera par W,(C): c’est I’hyperhomologie du systeme projectif C, = 
(C*)(*,. 
2.4. Proposition. Avec les notations ci-dessus, on a la suite exacte 
+ H,(l&(C*)) + WC*) + K+I (1 &(C*)) + H,,-I(li$C*)) - w,- l(C*,. 
En particulier, l’hyperhomologie W,(G) ne change pas si on remplace C, par un 
systeme cojinal. Enjin, si f : C, + D, est un quasi-isomorphisme, il induit un iso- 
morphisme W,(G) % W,(D,). 
Dbmonstration. La premiere partie de la proposition resulte du lemme 2.5 
ci-dessous. La seconde partie resulte des remarques suivantes: 
(a) I’hyperhomologie Wn(C*) est reduite a 0 si C, est acyclique 
(b) le bicomplexe definissant l’hyperhomologie de C, est un foncteur exact 
en C,. 0 
2.5. Lemme. Considerons un hicomplexe h deux lignes 
- A2.0 - AI,O - Ao,o 
1 1 1 
- A2.-I - AI,-1 - h/l 
la premiere ligne en degre 0 et la seconde en degrd -1. Si on note de man&e 
gendrale 0 les Jeches verticales, Ker(6) en bidegre (r,O), Coker(B) en bidegre 
(*, -1) et W,(A) I’h omologie de Tot (A,,), on a la suite exacte 
H,(Ker 8) + W,(A) + H,,+t(Coker(B)) + H,-~(Ker 0) ---t ~-I(A). 
Dbmonstration. Considirons la suite exacte suivante de bicomplexes: 
O- A ‘0 - A,, - 0 +O 
I .P 1 
0 + Im(0) --+ A,_, - Coker(0) + 0 
Le premier bicomplexe (lu verticalement) est quasi-isomorphe d Ker(Q) et le 
second a un decalage de Coker(0). Le lemme en resulte aussitot. q 
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2.6. Considerons plus generalement un foncteur 4, additif, exact a droite de 
ClF’F dans la categoric des complexes a deux termes places en degres 0 et -1 
respectivement. On note 
+0(A) + 4-M 
un tel complexe. L’hyperhomologie de l’espace X a coefficients dans 4 est alors 
definie comme le groupe d’homologie du complexe total associe au bicomplexe 
suivant: 
. . . - $o(dz) - 4o(dt) - $o(do) 
1 1 1 
... - 4-1(4 - $-1(d) - $-&Jo) 
Ici la premiere ligne est placee en degre 0 et la seconde en degre - 1, la gradua- 
tion verticale allant de la droite vers la gauche et les signes des fleches verticales 
&ant changes une fois sur deux (pour obtenir un bicomplexe). De tels groupes 
d’hyperhomologie sont notes W,(X; 4) ou simplement H&,(X; d) (le foncteur 4 
etant alors sous-entendu). 
2.7. Les considerations generales prtcedentes s’appliquent au cas des espaces 
metriques compacts, 4 Ctant le foncteur explicite en 2.27. On note encore 
I-0,(X; d) les foncteurs obtenus. Le complexe 
... -d2(U) -+d@)-A,,@) -0 
peut Ctre remplace par le complexe de Tech 
... -+~~(U)-+~@)3~~(U)-+0 
qui lui est quasi-isomorphe d’apres le raisonnement dual de celui fait en 
1.10-11. 
L’hyperhomologie de tech de l’espace metrique compact X est ainsi definie 
comme celle du bicomplexe suivant 
. . . - I-I C2(U,) - n G(K) - n ho - 0 
‘I rI r* I 
. . - n C2:zW) - n G(W) - n ~0’0%) - 0 
r r I 
oti la premiere ligne (resp. la seconde) est situee en degre 0 (resp. -l), les fleches 
verticales &ant les 3 explicit&es en 2.2. La proposition suivante resulte de 2.4. 
2.8. Proposition. Soit Xun espace mktrique compact. L’hyperhomologie de tech 
E-&,(X; -4) de Xri valeurs dans le coprkfaisceau A est reliCe ti I’homologie de Czech 
classique par la suite exacte suivante ((U,) dksignant un systt?me cojinal d&nom- 
brable de recouvrements et lesfoncteurs @I~ et @_, ttantprispar rapport ci r): 
7 Plus prkisiment, Q, associe au coprkfaisceau A le complexe B deux termes 
II & (W; d) -% n &(U,; d). 
, , 
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Hn(~o(~&r; ,a)) + I-U,(X;d) - H,+~(lim __l(@r: A)) 
+ H,l(lim&C@~;d)) - W,-l(J-;A) 
O& C, &signe le groupe des chaines de Tech associkes au recouvrement u, 
2.9. Appliquons ces considerations a l’hyperhomologie de Tech relative au 
prefaisceau constant egal a un groupe abelien A sur un espace metrique com- 
pact X. En rempla$ant, si besoin est, le sysdme de recouvrements (U,) par un 
systeme cofinal, nous pouvons faire les remarques suivantes: 
1. Pour un polyedre fini X, l’homologie W, coi’ncide alors avec l’homologie de 
Tech classique qui est isomorphe aux autres theories de l’homologie. 
2. Si A est un corps, les systemes projectifs precedents atisfont a la proprieti 
de Mittag-Leffler (car on peut choisir pour U, un recouvrement fini, ce que 
implique que C,(U,; d) est un espace vectoriel de dimension finie): le foncteur 
@_, est reduit a 0. En outre, l’homologie de tech ainsi obtenue est duale de la 
cohomologie de Tech usuelle, car le dual d’un systeme inductif d’espaces vec- 
toriels de dimension finie est la limite projective des espaces duaux. 
3. Le foncteur W, est un invariant d’homotopie grace au theoreme d’Eilen- 
berg-Zilber. 
2.10. Soit maintenant Y un sous-espace ferme de X et soit { Vs} un systeme 
fondamental de voisinages fermes de Y. Nous pouvons considerer un systeme 
projectif double forme par les nerfs du recouvrement de V, par un recou- 
vrementfini U,, o$ r est fix& aszez grand (par rapport a s) en sorte qu’il existe W, 
ferme avec Y c W, c W, c V, et tel que tout element de U, sout inclus dans V, 
ou dans le complementaire de IV,. Pour les considerations ci-dessous, nous 
choisissons aussi Y assez grand pour que d( W,, X - VS) > 4/r. Ce systeme 
(restreint a Y) est aussi cofinal parmi ceux definissant l’hyperhomologie de 
Tech de Y. On a en outre les diagrammes cocarttsiens suivants d’ensembles 
simpliciaux ou IV, designe le nerf du recouvrement U, restreint a un sous-espace 
quelconque’ de X: 
N,( V, n x - Ws) ---+ N,(x - by, 
I I 
N,(K) - N,(X) 
On en dtduit le diagramme cocartesien: 
N,(K) - N,(X) 
1 I 
NJKIY) - N,(J-IY) 
) Nr(Knx- Ws) - Nr(X- Ws) 
1 I 
Nr(K,IY) - Nr(J’/Y) 
’ L’espace quotient X/Y peut itre muni de la mbtrique d’ dtfinie par la formule suivante: 
d’(a, b) = Inf(d(x, Y) + 4 y’, 4,4x, 4) 
a et b itant les classes de x et y respectivement dans X/Y, y et y’ parcourant le sous-espace Y. En 
particulier, si b est le point base {Y}, on a d(a, b) = Inf(x, y), y parcourant Y. 
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D’apres les choix de r et s, l’hyperhomologie du systeme projectif denombrable 
forme des groupes ‘libres’ A(“(“)) est &gale a l’hyperhomologie W, (Y; A). De 
meme, en quotientant par Y, on trouve l’hyperhomologie du point, c’est-a-dire 
A en degre 0 exclusivement. On en deduit le theoreme suivant: 
2.11. ThCoreme. Soient Xun espace mttrique compact et Y un sow-space fermb. 
On a alors la suite exacte suivante (oti w, dkigne l’homologie rkduite): 
k(Y) - @I(X) ---+ &(X/Y) ---+ E+_,(Y) + W,_l(X). 
2.12. Remarque. Le raisonnement precedent permet d’etablir en fait un resultat 
plus p&is. Si on dtsigne par C*(X) le complexe dtfini en 2.3 qui calcule l’hy- 
perhomologie de tech, le morphisme canonique C*(X) + C,(X/Y) est sur- 
jectif et son noyau est quasi-isomorphe au complexe C*( Y). En particulier, 
tout homeomorphisme relatif (X, Y) --+ (X’, Y’) induit un isomorphisme entre 
les groupes ‘relatifs’ correspondants. 
2.13. ThCor&me. Soit X un espace mktrique compact. L’hyperhomologie de tech 
W,(X) est alors canoniquement isomorphe ci I’homologie de Steenrod-Borel- 
Moore (cf: [4], [14]). 
Demonstration. D’apres la caracterisation axiomatique de cette homologie 
Ctablie par Milnor et compte tenu de ce que nous avons deja demontre, le point 
essentiel est la verification de l’axiome 9 (‘cluster axiom’) de [14]: si X est la 
reunion dtnombrable de sous-ensembles compacts Xi, i E N, qui n’ont qu’un 
point en commun et dont le diametre tend vets 0, alors l’hyperhomologie re- 
duite w,(X) est naturellement isomorphe au produit des groupes Wn(Xi). Pour 
cela, designons par C:( Y) de man&e generale le quotient de C* ( Y) par C*(P), 
P etant un point base de Y. De mime, si V est un recouvrement ouvert de Y, on 
designe par C:(V) le quotient de C*(V) par C* (V n P), V n P &ant la restriction 
de V a P. L’examen des definitions montre alors que C,l(U,) est quasi-iso- 
morphe a @ C:(U, r? Xl). Par consequent, n, C,l(U,) et n, Bi CL@, n Xi) 
sont des groupes quasi-isomorphes. Puisque le diametre des Xi tend vers 0, 
C:(U, n Xi) est reduit a 0 pour i assez grand (v fixe). Done n, C:(U,) peut aussi 
s’tcrire 
n n C:(U, fl xi) = n n Cl(U, n xi). 
i- i i r 
Ainsi I’axiome 9 de [14] est verifie, ce qui conclut la demonstration. q 
3. COHOMOLOGIE DES FAISCEAUX 
3.1. Le but de ce paragraphe est de montrer que, sous certaines hypotheses sur 
la base X, il existe des resolutions flasques et cosymCtriques d’un faisceau A 
analogues a celles de Godement [7] et d’Alexander-Spanier ([15], p. 306). 
3.2. Comme dans [l], considtrons des applications w : X --+ Ouv(X), Ouv(X) 
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&ant l’ensemble des ouverts de X, verifiant la relation d’incidence x E w(x). De 
telles applications sont ordonnees de man&e Cvidente: w > w’ (w’ plus fine que 
w) si et seulement si w(x) 1 w’(x) pour tout x. Elles seront designees comme 
‘germes d’ouverts’dans ce qui suit. La restriction wu d’un tel germe w a U, sous- 
ensemble ouvert de X, est defini par wu(x) = w(x) n U. Si ( Vo) est un recou- 
vrement ouvert Zocalementjini de X et si (wLu) est un germe sur U,, on peut lui 
associer un germe sur X en posant w(x) = n,, w,(x). La restriction de w a U,, 
est plus fine que w,. 
Une suite de points (x0, xi,. . . ,x,) de points de X est dite adaptke au germe ul 
s’il existe’ un ordre (T sur (0, 1, . . , n} tel que xi E w(xj) pour n(i) > c(j). On 
notera simplement [x0, xi, , . , xn], ou plus precisement [x0: xi,. , xn],, une 
suite adaptee a w. Par ailleurs, si A est un faisceau et si w < w’, des morphismes 
‘restriction’ 
d(w(xs) n . n w(xn)) 4 d(w’(xo) n . r- w’(xn)) 
peuvent Ctre dtfinis, d’ou une application 
p;, : n d(w(xs) n . . n w(_yn)) + jJ d(w’&) n . . n d(xJ). 
[X0>. -.&I [x0, ..1 xn] 
Si U est un ouvert de X, dtfinissons alors A[,,( U) par la formule suivante 
dIn]( U) = lim ~ , n ,44xd n ... n4-4) 
x0> ,&I 
Dans cette formule, le produit est pris sur I’ensemble des suites (x0, xl,. . :x,) 
dans U qui sont adapt&es d la restriction de w a U (si n = 0, les suites sont tou- 
jours adaptees). Les foncteurs U H d,,j( U) forment un prefaisceau, car la res- 
triction a V c U de la fonction w definie sur U est compatible avec la relation 
d’ordre sur les w. 11 est parfois commode d’ecrire un element d’un tel produit 
comme une fonction f =f(xo, ~ x,) $ valeurs dans d(w(xo) n . . n ti(xn)). 
definie sur l’ensemble des suites adapt&es (et &gale a 0 sur celles qui ne le sont 
pas). 11 est facile de voir que ALO] est le faisceau de Godement des sections non 
necessairement continues de A (cf. [7], p. 147). 
3.3. Thkokme. Soit X un espace totalement quasi-paracompact”. Alors les prC- 
faisceaux A in] sont des faisceauxflasques. 
DCmonstration. Montrons d’abord que din) est un faisceau. Soit U un ouvert 
de X et soit l4 = ( Un) un recouvrement ouvert de U. Puisqu’on peut supposer le 
recouvrement localement fini, w peut Ctre choisi assez fin pour que w(x) ne 
rencontre qu’un nombre fini de U, et que W(X) soit inclus dans CJa si x E U,,. 
Soient maintenant fa E .A[,]( U,), tels que les restrictions de fn et fs a 
- 
’ Je remercie Ofer Gabber d’avoir corrigt dans ce sens une dkfinition anthieure qui ne s’appliquait 
pas $ ce contexte. 
‘O Cf. note 2, p. 194. 
205 
drnl( U, n Up) coincident. Nous nous proposons de construire un Clement 
f E dp] (U) qui se restreint en fa sur chaque U,. Si un tel f existe, il est ne- 
cessairement unique. En effet, si une suite (x0, xi, . . , xn) est adapt&e, on peut 
supposer, en changeant Cventuellement l’ordre des termes, que tous les xi ap- 
partiennent a w(x0). Ainsi, tous les xi appartiennent a un mime U, et quitte a 
choisir un germe w plus fin d’apres ce qui precede, f est determine par sa res- 
triction a chaque U,. 
Pour demontrer l’existence, posons prtcistment f (x0, x1, . . , x,) = 
fa(xO, x1, . . . , xn) si tous les Xi appartiennent a un w(xi) c U, (et 0 sinon). S’ils 
appartiennent aussi a un w(xk) c Up, ceci implique (en choisissant de nouveau 
wplusfin)quef,(xs,xi,...,x,) =fP(xs,xi,...,~~);doncf estbiendefiniepar 
la formule precedente. 
Enfin, l’application canonique Ai+ (X) -+ .A[,] (U) est surjective. En effet, w 
peut etre choisi en sorte que w(x) c U si x E U. Si f = f w est une fonction de- 
finie sur U, on peut alors l’etendre a X tout entier en posant f (x0, x1, . , xn) = 
0 si un des xi n’appartient pas a U. Par consequent, dIn] est bien un faisceau 
flasque. 0 
3.4. Plus generalement, si Z est un ensemble fini, dI( U) est defini comme le 
produit des groupes d(nw(xi)), les (xi) Ctant des suites de n + 1 points de U 
indexes par I. On retrouve la definition prtcedente si Z est l’ensemble fini [n] = 
(0, 1, . , n}. La fonctorialite des dI( U) (p ar rapport a l’ensemble I) devient 
alors plus transparente: une application cx : Z -+ .Z induit un morphisme 
a* : AI -+ dJ, car n w(xi) I n w(x,(Q). La correspondance [n] I-+ dp] (U) defi- 
nit de man&e standard un faisceau cosymetrique done cosimplicial. 
3.5. ThCo&me. La suite de morphismes de faisceaux diduits de la structure 
cosimpliciale, soit 
O+d+d,o, +d[i](U) -d,21(U) + . . 
est exacte. 
Dbmonstration. 11 faut montrer que celle-ci induit une suite exacte sur les 
germes en un point x de U. Un ‘operateur d’homotopie’ standard 
est defini en associant a la fonction f = f (x0, x1, . . . , x,) sur ies suites adaptees 
sur un ouvert U, le germe en x, soit g, dtfini sur w(x) n U par la formule 
dXI,XZ,. . . ,X*) =f(X,Xl,X2,...,Xn) 
od cette derniere expression appartient a d(w(x) n w(x,) n . . . n w(xn)) = 
44x1) n . n W(G)) ( car le germe w est ici restreint a w(x)). 11 convient de 
remarquer que la suite (x, xi, x2, . . . , xn) est adapt&e. En effet, d’une part les xi 
appartiennent ous a w(x) et, d’autre part, quitte a changer l’ordre des xi, on 
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peut supposer que xj E w(xk) pour j > k. Si n = 0, K, est simplement ‘l’aug- 
mentation’ standard definie par K,(f) =f(x). q 
3.6. Corollaire. Soit X un espace totalement quasi-paracompact et soit A un 
faisceau SW X. Les groupes de cohomologie classiques H * (X; A) sont alors les 
groupes de cohomologie du complexe suivant: 
drol(W - A#) - dp](X) - ... 
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